BAND 19a ZEITSCHRIFT FUR NATURFORSCHUNG HEFT 4

Zur einheitlichen Feldtheorie
Von G. Braunss

Mathematisches Institut der Technischen Hochschule Darmstadt
(Z. Naturforschg. 19 a, 401—405 [1964] ; eingegangen am 12. Dezember 1963)

The basic conception of this paper is the assumption, that all quantities characterizing the metric
are functionals of one field (worldfield). For the sake of mathematical simplicity a scalar field @
is considered. The investigations are based on the following system of field equations:

Rmn—1% gmn R=3% gnn[g?® D, D, 0+F(P)]1 =P, m P, n;

F is a functional of @. According to the basic conception only such solutions for the g, are per-
mitted, which for @ = 0 give the corresponding values of a euclidean metric. Due to the Brancui-
identities it follows as a consequence of the field equations, that @ satisfies a nonlinear Krein—
Gorpox-equation :

gt B, qp—3 (dF/dP) =0.

The conditions for a nonsingular, static and centralsymmetrical solution are investigated. With
regard to cosmeclogical problems the equations for a conformal-flat, timedependent metric are dis-

cussed.

1. Die Feldgleichungen

Es wird angenommen, daf} die vielen, scheinbar
verschiedenen Felder auf ein einziges Feld (Welt-
feld) zuriickgefiihrt werden konnen!. Ferner wird
angenommen, daf} der Raum nichteuklidisch im Rig-
mannschen Sinne, seine Struktur also durch die Kom-
ponenten des metrischen Fundamentaltensors und
deren Ableitungen gegeben ist. Diese Groflen — von
der allgemeinen Relativitétstheorie als Gravitations-
potentiale gedeutet> — werden hier als Funktionale
des Weltfeldes aufgefalit. Man wird das Weltfeld
durch einen Spinor reprisentieren miissen; aus
Griinden der einfacheren mathematischen Behand-
lung wird jedoch zunichst ein skalares Weltfeld @
angenommen. Die Feldgleichungen sollen derart sein,
dafB} aus ihnen das Feld sowie samtliche Grofen be-
stimmt werden konnen, die die Struktur des Raumes
festlegen. Sie sollen ferner eine Gleichung enthalten,
die fiir ein spinorielles Feld vom Typ einer nicht-
linearen Dirac-Gleichung, im hier angenommenen
Fall eines skalaren Feldes vom Typ einer nicht-
linearen KreiN-Gorpon-Gleichung ist; eine solche
Gleichung bildet offenbar einen wesentlichen Be-
standteil einer Theorie der Elementarteilchen 3.

! W. Heisenerg, Quantum Theory of Fields and Elementary
Particles, Rev. Mod. Phys. 29, 269 [1957].

2 A. Einstery, The Meaning of Relativity, Princeton Univer-
sity Press, 1955.

3 D. Iwanexko, Max-Planck-Festschrift 1958, Akademie-Ver-
lag, Berlin, S. 353.

Fiir die Feldgleichungen machen wir den EinsTEIN-
schen Ansatz:

Gmn(é)def.=Rmn_%gmnR: —Tn (D) 5 (1.1)
die Schreibweise G (@) und T (®P) driickt die funk-
tionale Abhéngigkeit von @ aus. Um der Forderung

nach Existenz einer KLeiN-Gorpon-Gleichung zu ge-
niigen, wird T, (D) die folgende Gestalt gegeben *:

Tmn(d)) def. = “%gmn[gab d),a dj, b+F(¢)]

+D D s (1.2)

F(®) ist ein zunachst unbekanntes Funktional von
@. Wegen des identischen Verschwindens der
Divergenz von G,, (Biancui-Identititen), folgt aus
dem Bestehen der Gln. (1.1) mit der Beziehung
F ,= (dF/d®) @ , die Gleichung

gab q;;ab _ ,; g;;,
das ist gerade die geforderte nichtlineare KLeIN-Gor-
poN-Gleichung °.

Von den Losungen des Gleichungssystems (1.1)
werden voraussetzungsgemill nur diejenigen parti-
kuldren Losungen der g,,, betrachtet, die fir =0
in die entsprechenden Groflen einer euklidischen
Metrik iibergehen.

—0; (1.3)

4 Komma bezeichnet partielle, Semikolon kovariante Ablei-
tungen; es gilt die Einsteinsche Summenkonvention. Das
Linienelement hat die Signatur + + + —. Die bei der Ver-
kniipfung von Gpu und T,y iiblicherweise eingefiihrte
Konstante x ist hier gleich 1 gesetzt.

5 Im Falle eines komplexen skalaren Feldes folgt aus den
Gln. (1.1) auf Grund der Biancui-Identitdten zugleich ein
Erhaltungssatz fiir die Ladung.
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2. Statisches zentralsymmetrisches Feld

Das Quadrat des Linienelementes kann in einem
rdaumlich isotropen System bekanntlich in folgender
Weise dargestellt werden :

ds® = e* dr2 +r2(dO? +sin% O d¢?) — 2 e’ di? ;
(2.1)
/-und » sind Funktionen von r. Die Feldgleichungen

nehmen dann nach SyneeS folgende Gestalt an
(Striche bezeichnen Ableitungen nach r) :

rPGl=1—e*(1+rv)=—-rT", (2.2)

—G?= —G2=T2=Tg (2.3)

=3rT ¥V + (L44rv) T = 3rv' T4,
r2GA= l—e_x(l—r)./) = —r? T44. (2.4)
Unter Vernachldssigung einer partikuldren, im Null-

punkt singuldren Losung fiir 4 (ScawarzschiLpsche
Losung) folgt aus der ersten und dritten Gleichung

r

% =if 5 ’, 2
e"‘:l—:r f((l)2+F)r"’e’dr, f=§f(1)2rdr,
=Ty 0

(2.5)

v=—A+ [D2rdr. (2.6)
Die zweite Gleichung liefert die KreiN-Gorpox-Glei-
chung

1 ., dF

7€ 36 =0

V2 ’ 2 =N
¢.+¢(r+524)v (2.7)
@ und damit auch 4 und » sollen fiir r—~ ver-
schwinden. Die Randbedingungen fiir 4 und » sind
erfiillt, wenn die Integrale

/ (P24 F) r2dr; / D2 rdr, (2.8)
0 0

existieren. Das ist offenbar der Fall, wenn @2 und
F beschrinkt sind und mindestens wie r*
schwinden, falls man sich auf ganzzahlige Potenzen
beschrankt.

Fir die Grofle F, die nach Voraussetzung ein
Funktional von @ ist, im wesentlichen also die
Wechselwirkung des Feldes mit sich beschreibt, wird
folgender Ansatz gemacht:

F=lq, @'+ 5g P+ ... .

ver-

(2.9)

Die geradzahligen Potenzen lassen sich damit be-
griinden, daf} @2 fiir komplexe Werte durch @ @

ersetzt wird; @ ist der zu @ konjugiert komplexe

¢ J. L. SyncE, Relativity, the General Theory, North Holland
Publishing Co., Amsterdam 1960.
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Wert. Die niedrigste Potenz ist von der Ordnung 4,
damit in dem Ausdruck dF/d®, der in der Kririn-
Gorpon-Gleichung auftritt, der Term mit der niedrig-
sten Potenz bereits nichtlinear ist; die ¢, sind Kon-
stanten.

Es sel nun angenommen, fiir @ existiere eine
Losung, die im Nullpunkt ihr Maximum, @y, =1,
erreicht und fiir wachsende r monoton gegen Null
strebt. Das heif3t, die hoheren Potenzen in F treten
fir kleine r am starksten in Erscheinung, die Wechsel-
wirkung wird fir grofle r schwécher. In der Um-
gebung des Nullpunktes gilt dann

D-1+Ar2+.... (2.10)

Fir die Konstante A, die nach Voraussetzung nega-
tiv ist, folgt durch Koeffizientenvergleich

64=>"¢,<0. (2.11)

Fordert man fir r— 0 eine positive Energiedichte,
0= —Ti=%(e " P24+ F), so muB

N dn
F((I))Iax) - in41 >O (2.12)
sein. Fur die g, gelten also die Forderungen
§17(Z117
Zqﬂ<03 —-dﬂ‘f-l >0- (2.13)

Das bedeutet, da} man mit einem nichtlinearen Glied
nicht auskommt; es miissen mindestens zwei der
Koeffizienten von Null verschieden sein.

Weitere Aussagen tiber die g, lassen sich gewin-
nen, wenn man z. B. bestimmte Forderungen beziig-
lich des Potentialverlaufs stellt. Als Beispiel soll der
Fall U~ —1/r, also NEwroxsches Potential fiir grofie
r, behandelt werden.

Zunichst eine Bemerkung zum Einfluf} von Z und
v auf die Losungen von @: Bezieht man r auf eine
geeignete Linge [, so ist wegen des Verschwindens
von A und »’ fiir r— 0

2 v —1

S

, , o T<ly.

(2.14)

Verschwindet andererseits @ mindestens wie r ! fiir

. ’ . ') .
r— o, so verschwinden A" und »" wie r2. Es gilt
daher auch

2 - V=i

r 7 r>1,.

(2.15)
Setzt man fiir r 2 [, noch e *~1, so gilt also die
Néherung
” 2 v — 1 dF
~e it ) >

525 =0 *5 L. (236
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Fiir groBe r gilt nun fiir die Energiedichte niherungs-
weise

o0=3(DP?+F) (2.17)
und fiir das Potential
U= [or*dr. (2.18)

Aus der KLeIN-GorpoN-Gleichung und dem Ausdruck
fiir o folgte durch Umformung und Integration

, 2 ¢
2 _ ]
D —Q—rzlgrdr, (2.19)
9
F=o+-5 Jordr. (2.20)
7= oo
Fordert man fiir grofle r
b+
U=-Y% nr,}, (2.21)
n=1
so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich ?
_ V2b, _5b; )
o- 12 (1+ maste ) (222)
b3 b4
F=—+—+.... (2.23)

Damit diese Beziehungen mit dem Ansatz fiir F
[s. Gl. (2.9)] vertraglich sind, muf} aber sein

b;=0; q:=0. (2.24)
Somit folgt — b, = 0 vorausgesetzt —
Folqy @+ 0(%%. (2.25)

Uber das Vorzeichen von g, 1dBt sich folgendes
sagen: Nimmt man einmal an, dal F =3 ¢, D% exakt
gilt, so hat die (2.16) entsprechende angeniherte
Gleichung

2 . "
D7 + LV —q PP=0 (2.26)
die Losung
G, -
D= =¥ a, Cogrt Cy=const. (2.27)

Damit diese Losung nichtsinguldr ist, mufl not-
wendigerweise ¢, <0 sein. Es sei bemerkt, da} zu
dieser Losung eine Energiedichte

CP(rP—C 1)

g= 2(C? 102_+_'r2)3" >

Cl?=1%9C's g=—¢2>0,
(2.28)
gehort, die offenbar fir 0 < r < Cl) negativ ist.

Die Gesamtenergie ist jedoch in dieser Niherung

7 Bemerkenswert ist der Umstand, dal} sich nur mit b, > 0
eine reelle Losung fiir @ ergibt, d. h. fiir den Fall, daB die
Kraft fiir grof3e r anziehend ist.
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(d. h. ohne den ,,Gravitationsanteil) positiv:

4 '3
16 l/ q°
Nimmt man in F noch hohere Potenzen hinzu, so
kann, wie sich zeigen ldf}t, die Losung in Potenzen
nach dem durch (2.27) gegebenen Ausdruck ent-
wickelt werden. Konvergiert diese Entwicklung im
Nullpunkt, so konvergiert sie — g¢,<0 voraus-
gesetzt — dann fiir alle r. Die Konvergenz im Null-
punkt ist im Rahmen der bisher gemachten An-
nahmen aber gegeben, wenn

F(Pyax=D(0)) =357

existiert. Neben den Bedingungen (2.13) haben
wir im Falle U~ —1/r also noch die Forderung
gq1=0, g, <0. Wie man leicht erkennt, kommt man
in diesem Fall nicht mit 2 Gliedern aus, sondern be-
notigt mindestens 3 Glieder. Beschridnkt man sich
auf diese 3 Glieder, d. h., setzt man

E~[ordr= (2.29)
0

an

5

F=) -1 _gentz

n:2n+1

(2.30)

so miissen fiir die Koeffizienten folgende Unglei-
chungen erfillt sein:
39:<q:<0<q3;5 g+ 9s< —q3<3iqa+ 3q4.
(2.31)

Zum Begriff ,, Teilchenradius® ist folgendes zu sagen:
Die Glieder mit Z und » treten, wie bereits bemerkt,
erst dort merkbar in Erscheinung, wo

2/r~ (V' =2)/2 (2.32)
ist; d. h., fiir r~l,. Da A" und » fiir r— 0, co ver-
schwinden, so miissen sie ihre grofften Werte im Be-
reich r ~ [, annehmen. Folglich wird die Bahn eines
Teilchens (geodat. Linie), das auf die Umgebung
des Punktes r=0, der dem Zentrum eines dort
ruhenden Teilchens entspricht, zulduft, im Bereich
r~l, am starksten veridndert: Es entsteht die Vor-
stellung, das ankommende Teilchen sei von einem
rdumlich ausgedehnten Teilchen mit einem Radius
der Grofenordnung [, abgelenkt worden.

3. Konform-ebene Metrik

Die Feldgleichungen fiir eine derartige Metrik
sind von Bedeutung fiir die Diskussion kosmologi-
scher Probleme. Das Quadrat des Linienelementes
habe folgende Gestalt:

ds?=e/0 dr2 — ¢ de2.

(3.1)
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In der Eixsteinschen Theorie wird gewchnlich

f(r,t) =x(t) —log(1+ar?) ; a=const, (3.2)
gesetzt; dem entspricht eine definite Metrik konstan-
ter Kriimmung im Raumlichen fiir jeweils ein festes
7. Bei der Bestimmung von ) besteht eine gewisse
Willkiir, deren Ursache darin liegt, daf} in den Ein-
stEINschen Gln. die Dichte als Funktion von Ort und
Zeit nicht durch die Feldgln. gegeben ist. Im vor-
liegenden Falle mufl dagegen die Dichte und damit
auch die Funktion f(r,?) aus den Feldgln. bestimmt
werden, so daf} a priori nicht sicher ist, ob sich f(r, t)
in der Form (3.2) ansetzen lafit. In der Tat zeigt
eine Untersuchung der Feldgln., dall der Ansatz
(3.2) nicht sinnvoll ist. Um tberhaupt eine hin-
reichende Zahl von Gln. entsprechend der Zahl der
zu bestimmenden Grofen zu erhalten, muf} das Qua-
drat des Linienelementes im einfachsten Falle die
folgende Form haben:

ds?=ex® dr? —c2de?.
Dieser Fall soll im folgenden betrachtet werden.

Die (3.3) entsprechenden Feldgln. haben folgende
Gestalt:

(3.3)

.. 3 - 1 . . d¢

1+ g0+ 5 (PP=F) =0, O=——1 usw., (3.4)
3 | -
i — g (P4+F) =0, (3.5)

Aus der zweiten Gleichung folgt unmittelbar
2=%)3(P2+F). (3.6)

Der Ausdruck unter der Wurzel ist — von einem

konstanten Faktor abgesehen — die Energiedichte.

Die Forderung, dal} diese Grofle positiv sei, ist daher
zugleich eine Bedingung fiir die Realitdt der Losun-
gen fiir 78 Subtraktion der Gl. (3.5) von (3.4)
liefert

y=— D2, (3.7)

Man erkennt aus dieser Beziehung folgendes: Wahlt
man in (3.6) das positive Vorzeichen der Wurzel,
so verlaufen siamtliche Losungen fiir y mit wachsen-
dem ¢ monoton zunehmend und konvex; d.h., es
findet in jedem Falle eine Expansion statt.

Zwischen y und F besteht ein enger Zusammen-
hang, der sich auf folgende Weise darstellen laf3t:

8 Man muB} beachten, dal hier von der Annahme kontinuier-
lich verteilter Materie mit einer mittleren, raumlich kon-
stanten, positiven Energiedichte ausgegangen wird.
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Setzt man
71=G, (3.8)
so erhilt man durch Elimination von @2 zunichst

=3 G —F=0 (3.9)

Da F nach Voraussetzung ein Funktional von @ ist,
so kann man @ als unabhéngige Variable einfiihren.

Mit

2 dG £ dG /5

C= 45 P= 4 VIG*—F (3.10)
folgt dann aus (3.9) die Gleichung

(dG/dD)? —3G*+F=0; (3.11)

sie ersetzt zusammen mit der aus (3.7) und (3.8)

folgenden Gleichung,

dG/dD = — & (3.12)

die GIn. (3.4) und (3.5) bzw. (3.6) und (3.7).

Schlieflich ist es noch méglich, die Gln. (3.4) und
(3.5) so zu entkoppeln, da} eine Dgl. fir @ ent-
steht:

1 dF

2 ap — 03
sie entspricht der KLEIN-GorpoN-Gleichung fiir den
vorliegenden Fall 9.

Abschlieflend soll untersucht werden, welchen Ein-
flull die im vorangegangenen Abschnitt aufgestellte
Forderung, F ~ — @5 fiir @2 <1 auf die Gestalt der
Losung fiir 7 hat. Wir beschranken uns dabei auf das
Verhalten fiir grofle ¢ unter der Annahme, daf} @
fiir t—~ verschwindet. Aus (3.11) folgt zunachst
mit F= —%1q D6+ 0(D%), ¢>0,

G=Vq/48 D*+0(D"). (3.14)

Fiir das asymptotische Verhalten von @ und y ergibt -
sich damit aus (3.12) und (3.8):

B4 d) 32 F) + (3.13)

D~alVt; a=(3qc?)™, (3.15)
2/g
gmgo— T2 ; (3.16)

%o ist eine Integrationskonstante. Der Losung fir y
ist zu entnehmen, dafl die Expansion nicht un-
begrenzt ist: Der Abstand zweier Punkte strebt
asymptotisch einem festen endlichen Wert zu, die
Expansion wird schwicher.

9 Nicht alle Liosungen von (3.13) sind zugleich Losungen
der Feldgln. Zum Beispiel hat (3.13) fiir F=—}% q P,
q > 0, die Losung @=A4 t—"/z, wobei 45— ( q) A=0 gilt.
Die nichttriviale Losung mit 4*= (% q) ist jedoch nicht
brauchbar, da sie in den Gln. (3.4) und (3.5) auf y=0
und damit auf @ =const, also auf einen Widerspruch fiihrt.
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4. Schluf

Bei weiteren Untersuchungen wird man das ska-
lare Weltfeld durch ein Spinorfeld, die klassischen
Groflen durch entsprechende Operatoren ersetzen
miissen. Die in den Gln. auftretenden starken Nicht-
linearitaten bilden bekanntlich ein erhebliches Pro-
blem fiir die Quantelung!, doch ist wenigstens zu
hoffen, dal die Darstellung der metrischen Groflen
als Funktionale des Weltfeldes zu einer einheitlichen
Behandlung fiihrt. Die Begriffe ,,Gravitationsfeld“
und ,,Quantelung des Gravitationsfeldes“ haben in
der hier vertretenen Auffassung, nach der es nur ein
Feld, namlich das Weltfeld gibt, keinen Sinn. Die
metrische resp. topologische Struktur des Raumes ist
eine Erscheinungssform des Weltfeldes; sie wird von
ihm gewissermallen induziert. Die Quantelung dieses
Feldes gibt der Struktur des Raumes einen statisti-
schen Charakter. Eine Reihe von Problemen wird
man jedoch vielleicht zunachst am Modell eines klas-
sischen Feldes diskutieren konnen. Dazu gehéren
u. a.:

a) Die Frage nach den Grundkonstanten. Das sind
primir die in dem Ansatz fiir F auftretenden Kon-
stanten ¢, . Es drangt sich hier die Frage auf, ob
nicht die urspriinglich scheinbare Vielzahl von Fel-
dern (Teilchen) — hier als Erscheinungsformen
eines Weltfeldes angenommen — ihren Ausdruck in
den Konstanten g, findet, iiber deren Anzahl keine
Voraussetzung gemacht wurde.

b) Zusammenhang mit kosmologischen Proble-
men: Ist z. B. ein Massenspektrum von Teilchen von
der Struktur der Welt im Grolen abhingig? Das
folgende Beispiel mag zur Illustration dieser Frage
dienen: Wir suchen periodische Losungen

D=P(o); do=k,dx", (4.1)
wobei wir naherungsweise annehmen
1 dF 1 dF
ky=const, g @;ab—é P ~ 0 (15;,,;,—5 46 =0-
(4.2)
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Betrachten wir hier wieder den Fall
F= _%q @6, q>05 (4‘-2)
so hat die entsprechende Gleichung
B4 qd5=0; Q’:rifusw.; k2=0%k,k,,
(4.3)

stetige periodische Losungen von der Form
e .
D (o) = 1/*0_}_}) o 3 S=const'o; a,b=const.
(4.4)

Nimmt man ein endliches, in sich geschlossenes Welt-
all mit einem Umfang L an, so liegt es nahe zu
fordern

D(0) = D(L). (4.5)

(Es werden gewissermallen nur ,,stehende Wellen®
betrachtet.) Wegen der Periodizitit der Losungen
kann man nun die Energie in ein diskretes Spektrum
zerlegen und auf diese Weise ein ,,Massenspektrum®
konstruieren ?, in das die Grofle L wegen der Rand-
bedingung (4.5) eingeht.

c) Das Verhalten der klassischen Losungen von @
auf dem Lichtkegel ist bekanntlich von Bedeutung
fir die Konstruktion der Kommutatorfunktion 1°. Es
ist moglich, daf} die allgemein-kovariante Formulie-
rung eine Modifikation der speziell-kovarianten
(LorENTz-invarianten) Losung bringt. Treten z. B.
fiir @ Losungen vom Typ @ ~ f(1/q) auf, wo f eine
periodische Funktion ihres Argumentes ist, so wer-
den @ und damit auch g, = gu,(P) fiir ¢— 0 un-
bestimmt. Das heiflt: Der Abstand zweier Punkte,
der durch die metrische Fundamentalform

ds? = g, da™ da”
gegeben ist, wird fiir ¢ — 0 unbestimmt. Ein solches

Verhalten konnte mit ¢ = g(c? 2 —r?) auf dem Licht-
kegel auftreten.

10 H. P. Dirr, W. HersexBerc, H. Mrrter, S. Scurieper u. K.
Yamazaxki, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959].



